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Introduktion

Pensum for Signalbehandling

Datakonvertering og digital signalbehandling herunder:'

» ideel og praktisk sampling og rekonstruktion
aliasing
kvantisering og dynamikomrade
konverteringsprincipper (A/D og D/A)
implementationsprincipper (Sample & Hold, A/D, D/A)
multirate sampling
diskret-tid signaler og systemer i tids- og frekvensdomeenet
Z-transformationen
overfaringsfunktion for lineaere tidsinvariante systemer
systemanalyse
frekvensanalyse
linecer fase systemer
realisationsstrukturer for diskret-tid systemer

hovedanvendelse af digital signalbehandling herunder digitale IIR-filtre og transformation af analoge filtre
samt digitale FIR-filtre og vindues-funktioner

1 Baseret pa https:/odin.sdu.dk/sitecore/index.php?a=fagbesk&id=65003&listid=9093&lang=da
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Introduktion

Course Overview
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Lektion 1: Filterfunktioner

Lektion 2: Sampling og rekonstruktion
Lektion 3: Fast Fourier transformation (1)
Lektion 4: Fast Fourier transformation (11)
Lektion 5: Introduktion til z-transformation
Lektion 6: Systemanalyse i z-domane
Lektion 7: Digitale realisationsstrukturer
Lektion 8: Introduktion til 1IR-filtre
Lektion 9: Design af IIR-filtre

Lektion 10: Introduktion til FIR-filtre
Lektion 11: Design af FIR-filtre

Lektion 12: Anvendelse af digital signalbehandling
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FIR-filter

Definition

Et finite impulse response filter (FIR-filter) har et endeligt impulsrespons, som definerer
filirets storrelse. Et FIR-filter med N samples har impulsresponssekvens

an fOI’ 0 S n S N —1
h(n) =
0 ellers



FIR-filter

Definition

Et finite impulse response filter (FIR-filter) har et endeligt impulsrespons, som definerer
filirets storrelse. Et FIR-filter med N samples har impulsresponssekvens

an for 0 <n< N —1
h(n) =
0 ellers

Filtret har dermed N koefficienter a,, forn =0,1,..., N — 1.



FIR-filter

Definition

Et finite impulse response filter (FIR-filter) har et endeligt impulsrespons, som definerer
filirets storrelse. Et FIR-filter med N samples har impulsresponssekvens

an for 0 <n< N —1
h(n) =
0 ellers
Filtret har dermed N koefficienter a,, forn =0,1,..., N — 1.
h(n)
a2 a4
a0 3 ag
al as
||

—t— 1ttt > N
8



FIR-filter

Overfaringsfunktion

FIR-filtrets impulsrespons kan skrives

N—1

h(n) = Z a;d(n —1)

1=0



FIR-filter

Overfaringsfunktion

FIR-filtrets impulsrespons kan skrives

H(z) = )};((:3) = Z{h(n)} = Z a;z”"




FIR-filter

Overfaringsfunktion

FIR-filtrets impulsrespons kan skrives

Ved z-transformation af h(n) fas

2 Nl .
H(z) = )};EQ) = Z{h(n)} = Z a;z”"

Overfaringsfunktionen kan skrives med positive potenser som

_ V() Y e

hvoraf det ses at H(z) har N — 1 poler i origo for z-planen og N — 1 nulpunkter.



FIR-filter

Realisationsstruktur

Fra overferingsfunktionen Vo1
Y(z) -
H(z) = = a;z”"
SERp>
ses det at N_1



FIR-filter

Realisationsstruktur

Fra overferingsfunktionen Vo1
Y(z)
H(z) = = a;z”"
X6 %
ses det at N_1

Ved invers z-transformation fas



FIR-filter

Realisationsstruktur

Fra overferingsfunktionen Vo1
Y(z)
H(z) = = a;z”"
HERpS
ses det at N_1

Ved invers z-transformation fas




FIR-filter

Eksempel

Felgende er pol-nulpunktsdiagram for et 8. ordens FIR-filter.

Im(z)
™ » Re(2)

o
(]



FIR-filter

Eksempel

Felgende er pol-nulpunktsdiagram for et 8. ordens FIR-filter.

Im(2)
™ » Re(2)

o
(]

Filtret har lineaer fase da nulpunkterne er i par, sa hvis der er et nulpunkt i z = /¢ sa er
der ogsa et nulpunkti z = 1/rZ¢.
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Lineaer fase

Betingelse

Et FIR filter med N > 2 samples har linezer fase hvis dets impulsrespons er symmetrisk
omkring midtpunktet, dvs.

h(i)=h(N —1—14) fori=0,1,...,|N/2] —1



Lineaer fase

Betingelse

Et FIR filter med N > 2 samples har linezer fase hvis dets impulsrespons er symmetrisk
omkring midtpunktet, dvs.

h(i)=h(N—-1—14) fori=0,1,...,|[N/2| —1
h(n) N ulige h(n) . lige
as 1
a1 a4 o a ab az as
LT LT
T I ——o n : T I ———@ n

0 1 2 4 6 8 o 1 2! 4 6 8

N-—1 N-—2




Lineaer fase

Antagelse

| det folgende antages det at N er ulige og den midterste sample far index

N1
2

M



Lineaer fase

Antagelse

| det folgende antages det at N er ulige og den midterste sample far index

N —1
M =
2
h(n) N ulige
ang
a0 a2 M



Lineaer fase

Antagelse

| det folgende antages det at N er ulige og den midterste sample far index

N —1
M =
2
h(n) N ulige
a\f
ag a2 M
n
0 M 2M

Dette betyder at
h(n) = h(2M —n)

09

Q; = A2M —i
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Frekvensresponsanalyse

Introduktion

Nar et FIR-filter designes kan ordenstallet ikke bestemmes ngjagtigt pa forhand som ved
IIR-filtret. Derfor kan det vaere ngdvendigt at redesigne filtret for at opna en gnsket
filterspecifikation.



Frekvensresponsanalyse

Introduktion

Nar et FIR-filter designes kan ordenstallet ikke bestemmes ngjagtigt pa forhand som ved
IIR-filtret. Derfor kan det vaere ngdvendigt at redesigne filtret for at opna en gnsket
filterspecifikation.

| den folgende analyse antages det at NV er ulige.

h(n) N ulige
a0




Frekvensresponsanalyse

Reformulering af impulsrespons (1)

Udtrykket for et FIR-filters impulsrespons kan opdeles som falger

h(n) = h1(n) + h(M) + ha(n)



Frekvensresponsanalyse

Reformulering af impulsrespons (1)

Udtrykket for et FIR-filters impulsrespons kan opdeles som falger
h(n) = hi(n) + h(M) 4 ha(n)

Dette kan skrives

2M

M—1
h(n) = Z a;0(n — 1) +apdn— M)+ Z a;0(n —1)

1=0 i=M+1



Frekvensresponsanalyse

Reformulering af impulsrespons (1)

Udtrykket for et FIR-filters impulsrespons kan opdeles som falger
h(n) = hi(n) + h(M) 4 ha(n)

Dette kan skrives

M—1 2M
h(n) = Z a;0(n — 1) +apdn— M)+ Z a;0(n —1)
i=0 i=M+1
eller
M-1 M—1
h(n) = Z a;d(n —1) +apd(n— M)+ Z a;d(n — (2M — 1))
i=0 i=0
M-1

=apd(n— M)+ Z a; (6(n—1i)+d(n— (2M —1)))

=0



Frekvensresponsanalyse

Reformulering af impulsrespons (ll)

Fra impulsresponssekvensen kan overfgringsfunktionen findes ved z-transformation som
M—1
H(z) = apz + Z " (Zfi +Z*(2M—i)>
1=0
M—-1

ayz M+ Z a2 M (z“”‘”’—ﬁ—z‘“”‘”)
i=0



Frekvensresponsanalyse

Reformulering af impulsrespons (ll)

Fra impulsresponssekvensen kan overfgringsfunktionen findes ved z-transformation som
M—1
H(z) = ayz M+ Z a; <z7i + ;f@“”ﬂ"))
1=0
M—-1

—ayz M+ Z a2 M (z““_”’ +Z—(M—y)>
i=0

For at finde frekvensresponset, erstattes z med e/~ = e/7f/1> og vi far

M—1
H(e™/1o) = apge=iMn1/0o 4 5 que=aMnill, (ejmlfi)ﬂ'/f'u n eﬁ(sufz)wf/f“)
i=0



Frekvensresponsanalyse

Reformulering af impulsrespons (ll)

Fra impulsresponssekvensen kan overfaringsfunktionen findes ved z-transformation som
M-—1

H(2) =apz ™+ Z a; <"l /f<2~‘“’*77>>

1=0
M—1

—ayz M+ Z a2 M (z““_”’ +Z—(M—y)>
i=0

For at finde frekvensresponset, erstattes » med e/« = ¢77///> og vi far

M—1
H(@‘jﬂf/f“) — (Ire\leijﬂjﬁf/fu + Z (Iy/l_efjﬂjﬂf/fu <ej<ﬂ17i>"7f/fu + efj(ﬂjinﬂf/f“)
1=0

Dette kan skrives (y := f/f,)

M—1
H(y) = e 7M™ <CIM + Z 2a; cos((M — L)qﬂ)

1=0



Frekvensresponsanalyse

Amplitude og fase

Overferingsfunktionen

M—1
H(y) = e IMm™ <(1A\/ + Z 2a; cos((M — i)“/ﬂ'))

i=0
har amplitude
M—1
|H(v)| = an + Z 2a; cos((M — i)ym)

=0



Frekvensresponsanalyse

Amplitude og fase

Overferingsfunktionen

M—1
H(y) = e IMm™ <(1A\/ + Z 2a; cos((M — i)“/ﬂ'))

i=0
har amplitude
M—1
|H(v)| = an + Z 2a; cos((M — i)ym)
i=0

og fase
ZH(y) = —Mnvy



Frekvensresponsanalyse

Amplitude og fase

Overferingsfunktionen

M—1
H(y) = e IMm™ <(1M + Z 2a; cos((M — 7)777))

i=0
har amplitude
M—1
|H(v)| = an + Z 2a; cos((M — i)ym)

=0

og fase
ZH(y) = —Mnvy

Dette giver en gruppelgbstid

40w) _ ppp - N1
dw 2

hvor T' er sampleintervallet [s] og ¢(w) er fasen af H (w).

T

Ty = —



Frekvensresponsanalyse

Eksempel (koefficienter)

Betragt et FIR-filter med folgende realisationsstruktur og samplefrekvens f, = 40 kHz.




Frekvensresponsanalyse

Eksempel (koefficienter)

Betragt et FIR-filter med folgende realisationsstruktur og samplefrekvens f, = 40 kHz.

Hvad er filtrets M-veerdi?



Frekvensresponsanalyse

Eksempel (koefficienter)

Betragt et FIR-filter med folgende realisationsstruktur og samplefrekvens f, = 40 kHz.

Hvad er filtrets M-veerdi?

Hvad er filtrets koefficienter?



Frekvensresponsanalyse

Eksempel (amplitude og fase)

Forsteerkningen af filtret findes ved f = 10 kHz som

4
0,5+ Z 2a; coS ((5 — 1)2)1

1=0

|H(10K)| = 201og

= —6,02dB

hvor
fo_ 10k _
fo 20k

A~ —
/

0,5



Frekvensresponsanalyse

Eksempel (amplitude og fase)

Forsteerkningen af filtret findes ved f = 10 kHz som

4
0,5+ Z 2a; cos ((5 - I)i;)}

1=0

|H(10k)| = 201og

= —6,02dB
hvor i L0k
f, 20k
Fasen bliver

Ut
3

(7(10k) = —]\["/7«' = _7(



Frekvensresponsanalyse

Eksempel (Bode plot)

|H(f)|[dB] #(£)[°]
'y 'y
0 0
H
[H ()] o
20
-400
40 -600
-800
-60 >
5K 10k 15K 20k 1 H
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Design af FIR-filter

Introduktion

Vi benytter Fourierkoefficientmetoden til udregning af FIR-filtres koefficienter. Denne
metode er basseret pa Fouriertransformation af amplitudesprekret af det gnskede filter.



Design af FIR-filter

Introduktion

Vi benytter Fourierkoefficientmetoden til udregning af FIR-filires koefficienter. Denne
metode er basseret pa Fouriertransformation af amplitudesprekret af det gnskede filter.

Ved Fouriertransformation kan et periodisk signal f(¢) med periode T opleses i et
uendeligt antal diskrete frekvenskomposanter ved frekvenser der er heltalsmultipla af
grundfrekvensen f; = 1/T.

f®) H(f)

A

S
MRt

(=]
SRt

3
H\‘w—
H-
.
o



Design af FIR-filter

Introduktion

Ved Fouriertransformation kan et periodisk signal f(¢) med periode T opleses i et
uendeligt antal diskrete frekvenskomposanter ved frekvenser der er heltalsmultipla af

grundfrekvensen f; = 1/T.

1) H(p)
.
I [ L
v 4 oo § o7 4 4 o 4 4

Da filtrets amplitudekarakteristik |H (f)| er periodisk med f; kan denne ogsa
Fouriertransformeres. S& faes et signal med diskrete veerdier ved heltalsmultipla af 1/ f.

H(f) f®)

z

>t

s f——
by
<
who

fs fo O fo fs o



Design af FIR-filter

Fourier transformation

Lad f(t) veere en periodisk funktion med periodetid T' og Fourierkoefficienter ¢,,. S& kan
f () udtrykkes

f(f): Z Cﬂne‘j%rmﬂt

m=—0oQ

hvor f; er grundfrekvensen (f; = 1/T). Samtidig kan Fourierkoefficienterne udtrykkes

1 T/2 ) i
7/ /,(//)(’,7]27””/1[(1/,

Cm = 5 .
T J 1/



Design af FIR-filter

Fourier transformation af |H (s)|

Fouriertransformation kan benyttes til alle periodiske signaler inklusiv
frekvensresponsfunktionen |H (s)|, dvs.

o

‘H(f)‘ = Z Cn;,(ijzﬁmlj

og Fourierkoefficienterne kan udtrykkes

1 [fe/? .
= / H(f)]e92mmT1 gf
fs J—fs/2



Design af FIR-filter

Fourier transformation

Et FIRfilter har et endeligt impulsrespons. Derfor afskeeres Fourierraekken for | H (f)] til
2M +1 led, dvs.
M
‘][(f)| - Z (;me.7'2ﬂ'm7“f

m=—M

Fourierkoefficienterne er givet ved

(’HI, -

1 o g —32mmT f 3¢
-/ (g
1 o

J
= —,/ |H(f)|(cos(2rmT f) — jsin(2emT f))df
fs —fo



Design af FIR-filter

Fourier transformation

Et FIR-filter har et endeligt impulsrespons. Derfor afskeeres Fourierraekken for |H ( f)] til

2M +1 led, dvs.
M

‘[[(f)| - Z Cm 6.7'2’/Tm7“f

m=—M

Fourierkoefficienterne er givet ved
1 [ y :
Com = — / ‘H(fﬂ(%f]hrnﬂ"j (1]‘
fs J—fo
1 fo
= A / |H(f)|(cos(2rmT f) — jsin(2emT f))df
Js J—f,

For at filtret har linecer fase skal koefficienterne have enten rene cosinus komposanter
eller rene sinus komposanter.



Design af FIR-filter

Fourier transformation

Et FIR-filter har et endeligt impulsrespons. Derfor afskeeres Fourierraekken for |H ( f)] til

2M +1 led, dvs.
M

‘[[(f)| - Z Cm 6.7'2’/Tm7“f

m=—M

Fourierkoefficienterne er givet ved
1 [ y :
Cm = — / ‘H(f)‘(,f]brnﬂ",f df
s J-s,
1 fo

= — / |H(f)|(cos(2rmT f) — jsin(2emT f))df
fs 7f“

For at filtret har linecer fase skal koefficienterne have enten rene cosinus komposanter
eller rene sinus komposanter.

Bemeerk at dette filter ikke er kausalt.



Design af FIR-filter

Fourier transformation af lige funktion

Da lavpas, hgjpas, bandpas og bandstopfiltre er genereret at et amplituderespons, der er
en lige funktion antages dette i det felgende, hvorved Fourierkoefficienterne er givet ved

fo
Cm = % / |H (f)| cos(2mmT f)df
fs J-s,



Design af FIR-filter

Fourier transformation af lige funktion

Da lavpas, hgjpas, bandpas og bandstopfiltre er genereret at et amplituderespons, der er
en lige funktion antages dette i det felgende, hvorved Fourierkoefficienterne er givet ved

fo
Cm = % / |H (f)| cos(2mmT f)df
fs J-s,

Da integranten er en lige funktion kan koefficienterne udregnes som

9 rfo
2 / |H(f)|cos(2mmT f)df

Cm = Com = 7
fS JO



Design af FIR-filter

Filterkoefficienter

Ud fra
M
|H(f)‘ _ Z (,/me‘y'ZWmTf og 5 = I27IT
m=—M
ses det at
M
H(z) = Z 2™
m=—M

Da dette filter ikke er kausalt, introduceres en forsinkelse pa M samples

M M 2M

H(Z) _ ZﬁM E (',,,,Zm _ E (f,,,,z””**” — E Ci\]*izil

m=—M m=—M 1=0



Design af FIR-filter

Filterkoefficienter

Ud fra .
H(DI = Y ene®™ T og  z= e
m=—NM
ses det at
M
H<Z> - Z C?'VIZT”
m=—NM

Da dette filter ikke er kausalt, introduceres en forsinkelse pa M samples

M M 2M

H(Z) _ ZﬁM E (’fmzm _ E C,”’meﬂ[ — E Ci\]*izil

m=—M m=—M 1=0

Ud fra ovenstaende formel kan filterkoefficienterne bestemmes ved

Q; = CM—4
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Lavpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt lavpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

HUH{; Im0<f<ﬁ
Or 'f(l, < .f < .f()




Lavpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt lavpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

A )1 for0 < f < fa
()= {0 for fo < f < fo

Lavpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m # 0)

1 “fa
Cm = Com = / 1 cos(2rmT f)d2rxmT f
mw Jo

1
= [sin(2memT f)] ";“:0
mm :

1
= sin(2rmT f,)

mm




Lavpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt lavpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

A )1 for0 < f < fa
HU”{O for fo < f < fo

Lavpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m # 0)

1 “fa
Cm = Com = / 1-cos(2mmT f)d2rmT f
mw Jo

1
[sin(2memT f)] :’;“:O

mm
1
= sin(2rmT f,)
mT
Sidste koefficient er (ved brug af LHospitals regel)
co = o7 f, ST e) oy,

2memT f,



Lavpastilter

Eksempel (1)

@nskes et lavpasfilter med afskaeringsfrekvens f, = 2 kHz via FIR-filter med 23 samples
fas

23-1
==

M 11




Lavpastilter

Eksempel (1)

@nskes et lavpasfilter med afskaeringsfrekvens f, = 2 kHz via FIR-filter med 23 samples
fas

23-1
==
Koefficienterne kan dermed findes ud fra Fourierkoefficienterne som

M 11

Q; = a22—; = C11—4



Lavpastilter

Eksempel (1)

@nskes et lavpasfilter med afskaeringsfrekvens f, = 2 kHz via FIR-filter med 23 samples
fas

23-1
==
Koefficienterne kan dermed findes ud fra Fourierkoefficienterne som

M 11

Q; = a22—; = C11—4

Koefficienterne kan dermed udregnes fra tidligere formler.



Lavpastilter

Eksempel (11)

|H(f)|[dB] s (£)°]
h h
0 1H () 0
0 #(f) -600
20 1000
-30 -1500
40 ,
Tk 2k 15K 4 £




Hojpasfilter

Introduktion
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Hajpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt hgjpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

H(P)| = {(1) Ior 0<f<fa
Or 'f(l, < .f < .f()




Hajpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt hgjpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

H(f)|={0 foro< f < fa

1 for fo < f < fo
Hajpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m # 0)

1 fo
Cm = Com = / 1-cos(2mmT f)d2mmT f
f

mm )¢

1 :
— 3 2/ po T " j.() N
- [sin(27m j)}f:f”

1

mm

(sin(mm) — sin(27mT f,))



Hajpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt hgjpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

H(f)|={0 foro< f < fa

1 for fo < f < fo
Hajpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m # 0)

1 fo
Cm = Com = / 1-cos(2mmT f)d2mmT f
f

mm )¢

1 :
— 3 2/ po T " j.() N
- [sin(27m j)}f:f”

1

mm

(sin(mm) — sin(27mT f,))
Sidste koefficient er (ved brug af LHospitals regel)

co=1-2Tf,



Bandpasfilter
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Bandpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt bandpasfilter har falgende amplitudekarakteristik

H ()| = {1 for fu, < f < fa,

0 ellers



Bandpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt bandpasfilter har falgende amplitudekarakteristik

H ()| = {1 for fu, < f < fa,

0 ellers

Bandpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m = 0)

1 [
Cm = Com = — 1-cos(2mmT f)d2rmT f
J fa,

1
(sin(27rmT f,,) — sin(2emT f,,))
mm



Bandpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt bandpasfilter har falgende amplitudekarakteristik

f Anq ,A Jas
H(f)|{1 or fo. < f<f

0 ellers

Bandpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m = 0)
1 [l

Cm = Com = 1-cos(2mmT f)d2rmT f
J fa,

1
(sin(27rmT f,,) — sin(2emT f,,))
mm

Sidste koefficient er (ved brug af LHospitals regel)
Co = 2T<fag - fal)




Bandpasfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt bandpasfilter har felgende amplitudekarakteristik

f aq ,A Jaso
1) = {1 S

ellers

Bandpasfiltrets koefficienter kan derfor beregnes som (for m = 0)

1 ~fas
Cm = Com = —— 1-cos(2rmT f)d2rmT f
Jta,

= L(sin(QTrn’LTj",,z) —sin(2rmT fo,))
mm
Sidste koefficient er (ved brug af LHospitals regel)

C(] - 2T<f(12 - fal)
Dette giver en centerfrekvens

frn fzu

(fLI 2



Bandstopfilter

Introduktion
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Bandstopfilter

Udregning af koefficienter

Et ideelt bandstopfilter har falgende amplitudekarakteristik
: 0 forfo, < f < fa
[H(f)| = {

1 ellers
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Opsummering

FIR-filter

Et finite impulse response filter (FIR-filter) med N samples har impulsresponssekvens

(n foro<n<N-1
h(n)
0 ellers
Filtret har N koefficienter a,, forn =0,1,..., ] N—1
h(n)
az aq
ao 3 a6
al as
1 I I S
0 1 2 4 6



Opsummering

Lineaer fase

Et FIR-filter med N > 2 samples har linezer fase hvis dets impulsrespons er symmetrisk
omkring midtpunktet, dvs.

h(i)=h(N —1—14) fori=0,1,...,|N/2] —1

Et FIR-filter har lineaer fase hvis nulpunkterne er i par, s& hvis der er et nulpunkt i z = rZ¢
sé& er der ogsa et nulpunkti z = 1/rZ¢.



Opsummering

Fourierkoefficienter

Folgende viser en oversigt over Fourierkoefficienter for de fire filtertyper.

‘ Filtertype Co Cm = C_m a;
Lavpas 2T f, ﬁ sin(2memT f,) CM—i
Hajpas 1-2Tf, ﬁ (sin(mm) — sin(2rmT f,)) CM—i
Bandpas 2T (fay — fay) #(sin(?mefaz) —sin(2mmT fa,)) CM—i
Bandstop | 1 — 27 (fa, — fay) #(sin(nm) + sin(2emT fo,) — sin(27mT f,,)) | crr—i
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