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Introduktion

Pensum for Signalbehandling

Datakonvertering og digital signalbehandling herunder:'

» ideel og praktisk sampling og rekonstruktion
aliasing
kvantisering og dynamikomrade
konverteringsprincipper (A/D og D/A)
implementationsprincipper (Sample & Hold, A/D, D/A)
multirate sampling
diskret-tid signaler og systemer i tids- og frekvensdomeenet
z-transformationen
overfaringsfunktion for lineaere tidsinvariante systemer
systemanalyse
frekvensanalyse
linecer fase systemer
realisationsstrukturer for diskret-tid systemer

hovedanvendelse af digital signalbehandling herunder digitale IIR-filtre og transformation af analoge filtre
samt digitale FIR-filtre og vindues-funktioner
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1 Baseret pa https:/odin.sdu.dk/sitecore/index.php?a=fagbesk&id=65003&listid=9093&lang=da



Introduktion

Lektionsplan
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Lektion 1: Filterfunktioner

Lektion 2: Sampling og rekonstruktion
Lektion 3: Introduktion til z-transformation
Lektion 4: Systemanalyse i z-domeene
Lektion 5: Digitale realisationsstrukturer
Lektion 6: Introduktion til [IR-filtre

Lektion 7: Design af IIR-filtre

Lektion 8: Introduktion til FIR-filtre
Lektion 9: Design af FIR-filtre

Lektion 10: Fast Fourier transformation (I)
Lektion 11: Fast Fourier transformation (ll)
Lektion 12: Anvendelse af digital signalbehandling



Introduktion

Overblik over system
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Sampling

Princip

Indgangssignalet til sampleren er det tidskontinuerte signal x(¢), mens samplerens
udgangssignal z(t) er tidsdiskret (et periodisk pulstog).
Samplekontakten styres af det pulsformede samplesignal p(t).




Sampling

Princip

Indgangssignalet til sampleren er det tidskontinuerte signal x(¢), mens samplerens
udgangssignal z(t) er tidsdiskret (et periodisk pulstog).
Samplekontakten styres af det pulsformede samplesignal p(t).

Sampleren karakteriseres ved dens sampleinterval T (tid imellem samples) eller
samplefrekvensen givet som

o= IHZ
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Impulssampling

Princip

Ved impulssampling er samplesignalet p(t)
defineret som

oo

p(t) = Z o(t —nT)

n——oo

hvor T' er sampleintervallet [s] og n er et
heltal.



Impulssampling

Princip

Ved impulssampling er samplesignalet p(t) x(t)

defineret som /\
0 A
p(t) = Z o(t —nT) 0 >t

n=-—00 \/

hvor T er sampleintervallet [s] og n er et p‘(t)
e sampiodo sl ) or drmes T,
xs(t) = z(t) - p(t) = z(t) Z ‘5(7? —nT) xf(t) ‘
allh,




Impulssampling

Princip

Ved impulssampling er samplesignalet p(t)
defineret som

oo

p(t) = Z o(t —nT)

n——oo

hvor T' er sampleintervallet [s] og n er et
heltal.

Det samplede signal z,(t¢) er dermed

xs(t) = x(t) - p(t) = x(t) Z 5(t —nT)

n—=—oo

Dette medforer at

oo

x(t) - p(t) = Z x(nT)o(t —nT)

n—=—oo




Impulssampling

Frekvensanalyse (1)

Samplesignalet p(t) er periodisk med frekvens f,, og kan dermed skrives som en uendelig
kompleks Fourierraekke

oo

p(t): Z (’,mcjmwﬂ

m=—0Q

hvor ws = 27 f, [rad/s].



Impulssampling

Frekvensanalyse (1)

Samplesignalet p(t) er periodisk med frekvens f,, og kan dermed skrives som en uendelig
kompleks Fourierraekke

oo

p(t): Z (’,mcjmwﬂ

m=—0Q

hvor ws = 27 f, [rad/s].

Samplesignalets Fourierkoefficienter er

Cm =

N



Impulssampling

Frekvensanalyse (Il)

Det impulssamplede signal z(t) kan dermed skrives

oo

74(t) :% Z :I?(z‘,)ej’”’““'ﬂ\t

m=—0oQ



Impulssampling

Frekvensanalyse (Il)

Det impulssamplede signal z(t) kan dermed skrives

74(t) :% Z .’I}(t)ej’”’““'ﬂ\t

m=—o0

Det impulssamplede signals spektrum bliver dermed

o0

1
Xs(w) = T Z X (w — muws)

m=—0oQ



Impulssampling

Frekvensanalyse (Il)

Det impulssamplede signal z(t) kan dermed skrives

xs(t) = % ,,,;m z(t)edmest
Det impulssamplede signals spektrum bliver dermed
Xs(w) = ! i X(w — muws)
T m=—00
Dette spektrum kan ogsa skrives
| &
XN=7 3 X(f=mf)



Impulssampling

Amplitudespektrum (1)

Det ses af det impulssamplede signals spektrum

o0

X(N=7 > X(f-mf)

at det oprindelige spektrum X (f) er gentaget uendelig mange gange med afstand f; og at
amplituden er skaleret med en faktor 1/7.



Impulssampling

Amplitudespektrum (I1)

Betragt folgende eksempel spektrum X (f)

1
ﬁ_\ 'f [HZ]




Impulssampling

Amplitudespektrum (I1)

Betragt folgende eksempel spektrum X (f)
1 X

f > f [Hz]
“fn O fa

Ved impulssampling fas falgende amplitude spektrum for det impulssamplede signal
1 XS(f)

ﬂﬂﬁﬂmw

2fs ' s fh 0 fh s Qfs




Impulssampling

Amplitudespektrum (I1)

Betragt folgende eksempel spektrum X (f)

1 X
. > f [HZ]
“fn 0 fn
Ved impulssampling fas falgende amplitude spektrum for det impulssamplede signal
L Xs()
l \ / \ ﬁ_\ / \ / + \ f [HZ]
2fs -fs -In 0 fh Is 2fs

Det ses at
» Spekirum X,(f) er givet af X (f) gentaget uendelig mange gange
» Amplituden af X,(f) er skaleret men en faktor 1/7 i forhold til X (f)



Impulssampling

Genskabelse af amplitudespektrum

Det ses at amplitudespektrum X (f) kan genskabes ud fra X, (f) ved lavpasfiltrering.

Xo(/) )

N D

-fs -fn 0 fn fs -fn 0 fn




Impulssampling

Amplitudespektrum: Eksempel

Betragt signalet

x(t) = sin(27 ft)

hvor signalets frekvens er f = 2 kHz.

Signalet impulssamples med en
samplefrekvens péa 8 kHz.




Impulssampling

Amplitudespektrum: Eksempel

Betragt signalet

x(t) = sin(27 ft)

hvor signalets frekvens er f = 2 kHz.

Signalet impulssamples med en | Xs(£)]
samplefrekvens péa 8 kHz. | | | W | | |
SN S N S —y (77
1086420246 810
f.s '% % fs
IR B N N N e
— ! 1 f [kHZ] f [kHz]
1086420246 810 42024
'fs _f73 % fs



Impulssampling

Gendannelse af bandbreddebegreenset signal

Hvordan skal samplefrekvensen f, veaelges for at det oprindelige spektrum kan genskabes
fra det samplede signal?



Impulssampling

Aliasing




Impulssampling

Aliasing

/__\ — [ [Hz]

':fs 'fh 0 fh fs
Veelges samplefrekvensen for lavt, sa overlapper de gentagede spekire, og dermed opstar

aliasing.
/X
_fs

X ()l

X 7 \ » f [Hz]

0



Impulssampling

Aliasing

Veelges samplefrekvensen for lavt, sa overlapper de gentagede spekire, og dermed opstar
aliasing.
1 X (

4

/ ffsY Yf; AN

0

Det resulterende amplitudespektrum for z(¢) bliver som vist herunder. Dette er et
aliaseret spektrum.
\‘Xs(f)l

/ N \—/ \

f1HZ]

A

Delspektret centreret om f,, der gar ned i grundspektret kaldes aliaseringskomposanter
eller aliaseringsstg;.



Impulssampling

Aliasing: Eksempel

Betragt signalet

x(t) = sin(27 ft)

hvor signalets frekvens er f = 6 kHz.
Signalet impulssamples med en
samplefrekvens péa 8 kHz. | |

M0 6 20z 6



Impulssampling

Aliasing: Eksempel

Betragt signalet Zott)
x(t) = sin(27 ft) 0 M/ =2 t [ms]

hvor signalets frekvens er f = 6 kHz.

Signalet impulssamples med en | Xs(£)]
samplefrekvens péa 8 kHz. | | | |

) | fkHZ
Det ses at der kommer en frekvens pa 2 kHz 10 6 202 6 10

som aliaseringsstoj.



Impulssampling

Aliasing: Nyquist-Shannon Seetning

Folgende er et af kursets vigtigste resultater.

Nyquist-Shannon Szetning
Et tidskontinuert signal x(¢) kan kun gendannes korrekt ud fra z(¢), hvis samplefre-

kvensen er mindst to gange den hgjeste frekvens i spektrum for z().
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Pulssampling

Princip

Impulssampling kan ikke realiseres i praksis, da pulsbredden vil blive sterre end nul. Et
pulssamplet signal er vis herunder.

Z(t)

S

0 > 1
7 A
Her er T' sampleintervallet [s] og T er pulsbredden [s].

Denne type sampling benyttes fx af sampling oscilloskoper.



Pulssampling

Model af pulssampler

En pulssampler kan modelleres ved brug af en impulssampler og et holdekredslgb.

z(t)

z(t), Impuls | @s(t) [ Holde- | i2t(t) {‘1

| N | sampler ’| kredslab




Pulssampling

Holdekredslab

Virkeméaden af en pulssampler med pulsbredde 7 er vist i felgende diagram.
h(t)

6(tL 3(t) [ Holde- | _h(t), 1_:|_.

0 t kredslgb 0 Tt




Pulssampling

Holdekredslab

Virkeméaden af en pulssampler med pulsbredde 7 er vist i felgende diagram.
h(t)

6(tL 3(t) [ Holde- | _h(t), 1_:|_.

0 t kredslgb 0 Tt

Det vides at spektrumfunktionen for en rektanguleerpuls er

F(w) = F(f(t) = Tsmc(wg )



Pulssampling

Holdekredslab

Virkeméaden af en pulssampler med pulsbredde 7 er vist i felgende diagram.

h(t)
1
o(t
® 5() [Foe |_h(®
RaSZEN LY
0 t kredslgb 0 Tt

Det vides at spektrumfunktionen for en rektanguleerpuls er
F(w) = F(f(t) = Tsmc(wg )
Holdekredslagbets spektrumfunktion bliver dermed

-

H(w) = TSiHC(wg)pfwa



Pulssampling

Holdekredslab

Virkeméaden af en pulssampler med pulsbredde 7 er vist i felgende diagram.
h(t)

6(tL 3(t) [ Holde- | _h(t), 1_:|_.

0 t kredslgb 0 Tt

Det vides at spektrumfunktionen for en rektanguleerpuls er
F(w) = F(f(t)) = sinc(ws)
Holdekredslagbets spektrumfunktion bliver dermed
H(w) = rsinc(ws )e /3
Dutyfaktoren for det pulssamplede signal er defineret som

d=—
T



Pulssampling

Amplitudespektrum

Frekvensspektrum for det pulssamplede signal er

S

H(f)

Xs(f)



Pulssampling

Amplitudespektrum

Frekvensspektrum for det pulssamplede signal er

S

H(f)

Xs(f)

Amplitudespektrum bliver dermed

\X;(j')|:d\sin(:(m1%)\ z X(f—mfs)



Pulssampling

Amplitudespektrum for pulssamplet signal.med d =0, 5

X(1)]
.~
/0\ - 1 [H2)
|X2(6)]
e
T 7\ /\\l\/\[—\f[Hz]

0 fs 2‘fs 3fs



Pulssampling

Eksempel

Folgende viser et 2 kHz sinussignal der er samplet med 8 kHz og dutyfaktor 1/3.

| X5 ()]

0,331
f [kHZ]

24 24



Rekonstruktion

Rekonstruktion



Rekonstruktion

Princip

En digital-analog konverter (D/A konverter) rekonstruerer det analoge signal ud fra den
digitale sekvens, og kaldes derfor et rekonstruktionskredsilob.

y(nT)

{ I ? ! e(nT) [ Signal- | w0 5 o y(t) ]_l_,_|—‘

l I "|processor i | |_|_,_t




Rekonstruktion

Princip

En digital-analog konverter (D/A konverter) rekonstruerer det analoge signal ud fra den
digitale sekvens, og kaldes derfor et rekonstruktionskredsilob.

y(nT)

z(nT) | ' 1 Lt y(t)

{ I ? ! e(nT) [ Signal- | w0 5 o y(t) ]_l_,_|—‘

l I "|processor i | |_|_,_t

Da D/A konverterens udgangssignal er stykvis konstant med amplitude givet af amplituden
for den digitale sekvens er her tale om et nul’te ordens holdekredslob.




Rekonstruktion

Nul’te ordens holdekredslgb: Eksempel 1

Nar en digital sekvens D/A konverteres med brug af nul'te ordens holdekredskeb, sa far vi
falgende opfarsel. "

nT)
0“][1‘ .rlll;t
e

h(t)

y

oAl ol
gity

Y

(t)
0 J_'—LI_‘ ’_l_'_'_; t
g




Rekonstruktion

Nul’te ordens holdekredslgb: Eksempel 1

Nar en digital sekvens D/A konverteres med brug af nul'te ordens holdekredskeb, sa far vi
falgende opfarsel. "

nT)
0“][1‘ .rl”:t
L

h(t)

y

oAl ol
gity

y(t)
0 J_'—LI_‘ ’_'_'_r:t
iy

Bemeerk at impulsresponset for holdekredslabet er ligesom for en pulssampler, hvor 7 = T'
(dutyfaktor pa 1).




Rekonstruktion

Amplitudekarakteristik for nul’'te ordens holdekredslab

Fra tidligere vides det at frekvensresponset for et nul'te ordens holdekredsleb med
indgangssignal z(t) og udgangssignal y(t) er

o0

S X(f-mf)

m=—0o0

sinf/fs

Rt 77




Rekonstruktion

Amplitudekarakteristik for nul’'te ordens holdekredslab

Fra tidligere vides det at frekvensresponset for et nul'te ordens holdekredsleb med
indgangssignal z(t) og udgangssignal y(t) er

o0

S X(f-mf)

m=—0o0

sinf/fs

Rt 77

fo fs 3fo 2fs 5fo 3fs



Rekonstruktion

Eksempel

Folgende viser rekonstruktion af et 2 kHz sinussignal samplet ved 8 kHz.

;m /T
_11 SRR

Analogt lavpas
rekonstruktionsfilter

r kv ] I r\/'r‘ ' f

02 6810 141618



Rekonstruktion

Eksempel

Folgende viser rekonstruktion af et 2 kHz sinussignal samplet ved 8 kHz.

;m /T
_11 SRR

Analogt lavpas
rekonstruktionsfilter

r“”’l } r Ny r f

02 6810 141618

Der indsaettes ofte et lavpasfilter efter D/A-konverteren for at deempe de hgjfrekvente
komposanter ved f > f,.



Rekonstruktion

Rekonstruktionsfilter

For at fjerne frekvenskomponenter med frekvens over f, fra udgangssignalet tilfgjes et
lavpasfilter, som kaldes et rekonstruktionsfilter.

z(nT) y(nT) y'(t) y(t)

}Ir 1 ‘1TIT ]_‘—,_\_\ I
| | lt| lllt| I_\_,_t| t

2(nT) [Signal | u(nD) [~ o | v ()| | u(®)
processor filter




Rekonstruktion

Korrektion af amplituderespons

Da sinc-funktionen multipliceres pa signalets amplitudespektrum, kan et
rekonstruktionsfilter med den resiprokke amplitudekarakteristik tilfgjes.

sin(x)

|A(f)] [dB] e




Sekvenser

Sekvenser



Sekvenser

Definition

Nar analoge signaler skal indleeses pa en computer, er det ngdvendig at analog-til-digital
(AD) konvertere signalet.

Anti . (nT
—| aliasings z(t) > Sﬂg%e »  AD M
filter
r(t) zs(nT)
1 | 1 N



Sekvenser

Definition

Nar analoge signaler skal indleeses pa en computer, er det ngdvendig at analog-til-digital
(AD) konvertere signalet.

Z0 ] alinSings | 1) [ Sample I ap |07
filter Hold
x(t) o (nT)
I [N I Pl +
[ 14 [ N 1 [ + [ J T "

Det digitale signal kaldes en sekvens, og representeres ved et endeligt antal bits, hvilket
introducerer en kvantiseringsfejl.



Sekvenser

Egenskaber

| dette kursus betragtes kausale sekvenser, dvs.
x(nT) =0 forn <0

hvor T' er sampleintervallet og n er samplenummeret.



Sekvenser

Egenskaber

| dette kursus betragtes kausale sekvenser, dvs.
x(nT) =0 forn <0

hvor T' er sampleintervallet og n er samplenummeret.

Sekvenser kan udtrykkes som funktioner af samplenummeret n som vist her

o0

x(n) = Z x(ET)o (KT — nT)

k=0



Sekvenser

Standard signaler

Enhedssamplen
Enhedssamplen é(n) (digital impuls) er defineret som

. 1 forn=20
d(n) =
0 forn #0



Sekvenser

Standard signaler

Enhedssamplen
Enhedssamplen é(n) (digital impuls) er defineret som

. 1 forn=20
d(n) =
0 forn #0

Enhedsspringsamplen
Enhedsspringsamplen u(n) er defineret som

u(n) = {1 forn #0

0 forn <0



Sekvenser

Standard signaler

Enhedssamplen
Enhedssamplen é(n) (digital impuls) er defineret som

. 1 forn=20
d(n) =
0 forn #0

Enhedsspringsamplen
Enhedsspringsamplen u(n) er defineret som

u(n) = {1 forn #0

0 forn <0

Ved brug af enhedssamplen §(n) kan sekvensen z(n) udtrykkes som

zx:r k)o(n — k)

k=0



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens

Spektrum for det impulssamplede signal z, kan findes ved Laplacetransformation af

xs(t) = Z x(nT)o(t —nT)

n=0



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens

Spektrum for det impulssamplede signal z; kan findes ved Laplacetransformation af
xs(t) = Z x(nT)o(t —nT)
n=0
Fra definitionen af Laplacetransformation fas

Xs(s)=L (Z x(nT)o(t — nT)>

n=0

= / Z z(nT)o(t —nT)e 'dt
¢

=0 =0

Z/ t(nT)6(t — nT)e™*dt

n=0

= ZQ,(HT) et

n=0



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel (1)

Som eksempel betragtes sekvensen

z(nT) = e~ "7, a>0



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel (1)

Som eksempel betragtes sekvensen Fra foregaende slide vides det at

x(nT) = e T a>0 - |
( ) ) XH(5> = Z J/'(”T)efsrﬂ"

n=0



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel (1)

Som eksempel betragtes sekvensen Fra foregaende slide vides det at
z(nT) = e~ 7T a>0 s
(nT) ' Xs(s) = Zu:(rLT)efS”T
Dette medfgrer at n=0

Xs(s) = Z p—anT ,—snT

n=0

_ Z ()7(,~';+11)71,T

n=0



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel (1)

Som eksempel betragtes sekvensen Fra foregaende slide vides det at
z(nT) = e~ "7, a>0 e T
Xs(s) = Zu:(rzT)e sn
Dette medfgrer at n=0

Xs(s) = Z p—anT ,—snT

n=0

_ Z ()7(,~';+11)71,T

n=0

For |z| < 1 haves den uendelige
kvotientrackke

Yoo = ; @t = 1 i T




Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel (1)

Som eksempel betragtes sekvensen
z(nT) = e~ "7, a>0

Dette medforer at

o0

Xs(s) = Z p—anT ,—snT

n=0

_ Z ()7(,~';+11)71,T

n=0

Udtrykket for X (s) kan saledes skrives

Fra foregaende slide vides det at

Xs(s) = Z z(nT)e T

n=0

For |z| < 1 haves den uendelige
kvotientrackke

Yoo = ;17 - 1 i;[




Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel.(Il)

Overferingsfunktionen
1

Xﬁ(s> - 1 — e—(s+a)T

har polerne
27
s=—azxjm = —a=+ jm2rf,

T

hvor m er et heltal.



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel.(Il)

Overferingsfunktionen
1

Xﬁ(s> - 1 — e—(s+a)T

har polerne

Vo
/

s=—azxjm = —a=+ jm2rf,

T
hvor m er et heltal. Det vides at den Laplace transformerede af z(t) = e~ er

1

X<S) B s+a

Dette er en overfgringsfunktion med en pol i s = —a.



Sekvenser

Laplacetransformeret sekvens: Eksempel (Il1)

Den Laplacetransformerede af sekvensen

Den Laplacetransformerede af z(t) = e~
har en poli s = —a. z(nT) = e~*T har poler s = —a + jnw,.
Im(s) Im(s)

J2ws

Jws

-------------------- JWo

» Re(s)

» Re(s)

'jwo

'jws

Konklusion: Ved sampling gentages pol-nulpunktsdiagrammet langs imaginaer-aksen
periodisk med samplefrekvensen.



Opsummering

Opsummering



Opsummering

Sampling

Indgangssignalet til sampleren er det tidskontinuerte signal x(¢), mens samplerens
udgangssignal z(t) er tidsdiskret (et periodisk pulstog). Vi betragter impulssampling og
pulssampling.

Sampleren karakteriseres ved dens sampleinterval T (tid imellem samples) eller
samplefrekvensen givet som

. 1
fo=7 IHal



Impulssampling

Aliasing

Veelges samplefrekvensen for lavt, s& overlapper de gentagede spekire, og dermed opstar
aliasing.

Xe()

Y f; \ £ [Hz)

/ 7, y

0

Nyquist-Shannon Szetning
Et tidskontinuert signal x(¢) kan kun gendannes korrekt ud fra z(¢), hvis samplefre-
kvensen er mindst to gange den hgjeste frekvens i spektrum for x(¢).




Opsummering

Rekonstruktion

Ved rekonstruktion benyttes et nul’'te ordens holdekredslab, hvilket tilfgjer en sinc-funktion
til spektret for indgangssignal z(t).

o0

S X(f-mf)

m=—0o0

sinf/fs

Mk 77

fo fs 3fo 2fs 5fo 3fs



Opsummering

Sekvenser

Den Laplacetransformerede af sekvensen

Den Laplacetransformerede af z(t) = e~
z(nT) = e~*T har poler s = —a + jnw,.

har en pol i s = —a.
Im(s) Im(s)
J2ws

Jws

-------------------- JWo

» Re(s)

» Re(s)

-a - .
-------------------- -JWo

-jws
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