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Introduktion

Pensum for Signalbehandling

Datakonvertering og digital signalbehandling herunder:'

» ideel og praktisk sampling og rekonstruktion
aliasing
kvantisering og dynamikomrade
konverteringsprincipper (A/D og D/A)
implementationsprincipper (Sample & Hold, A/D, D/A)
multirate sampling
diskret-tid signaler og systemer i tids- og frekvensdomeenet
Z-transformationen
overfaringsfunktion for linegere tidsinvariante systemer
systemanalyse
frekvensanalyse
linecer fase systemer
realisationsstrukturer for diskret-tid systemer

hovedanvendelse af digital signalbehandling herunder digitale IIR-filtre og transformation af analoge filtre
samt digitale FIR-filtre og vindues-funktioner

VVYVYYYVYVYVYVYVYVYYVYYVYY

1 Baseret pa https:/odin.sdu.dk/sitecore/index.php?a=fagbesk&id=65003&listid=9093&lang=da



Introduktion

Lektionsplan
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Lektion 1: Filterfunktioner

Lektion 2: Sampling og rekonstruktion
Lektion 3: Fast Fourier transformation (1)
Lektion 4: Fast Fourier transformation (11)
Lektion 5: Introduktion til z-transformation
Lektion 6: Systemanalyse i z-domane
Lektion 7: Digitale realisationsstrukturer
Lektion 8: Introduktion til 1IR-filtre
Lektion 9: Design af IIR-filtre

Lektion 10: Introduktion til FIR-filtre
Lektion 11: Design af FIR-filtre

Lektion 12: Anvendelse af digital signalbehandling



Introduktion

Motivation

Den Laplace transformerede af z:(t) = e=%*  Den Laplace transformerede af sekvensen
har en poli s = —a. z(nT) = e~*T har poler s = —a + jnw,.

Im(s) Im(s)

J2ws

Jws
-------------------- JWo
» Re(s) » Re(s)

i -JWo

-jws

Konklusion: Ved sampling gentages pol-nulpunktsdiagrammet langs imaginaer-aksen
periodisk med samplefrekvensen.
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z-transformation

Definition

Definition (z-transformation)
Den z-transformerede af en kausal sekvens z(n) er defineret som

X(2) =) z(n)z" (1)

n=0




z-transformation

Definition

Definition (z-transformation)
Den z-transformerede af en kausal sekvens z(n) er defineret som

X(z) = Z x(n)z="

n=0

Bemeerk at (1) konvergerer hvis |z| < 1.




z-transformation

Definition

Definition (z-transformation)
Den z-transformerede af en kausal sekvens z(n) er defineret som

X(z) = Z x(n)z="

n=0

Bemeerk at (1) konvergerer hvis |z| < 1.

Notation
Folgende notation benyttes til (invers) z-transformation

X (z) = Z[z(n)]
z(n) = Z71X(2)]
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Relation mellem s-domane og z-domeaene

Generel relation

Fra tidligere haves den Laplace transformerede af sekvensen z(n)

o0

Xs(s) = Z:I?(n)e*‘*”l‘

n=0



Relation mellem s-domane og z-domeaene

Generel relation

Fra tidligere haves den Laplace transformerede af sekvensen z(n)

o0

Xs(s) = Z z(n)e T

n=0

Sammenholdes denne med definitionen af z-transformationen

ses det at



Relation mellem s-domane og z-domeaene

Generel relation

Fra tidligere haves den Laplace transformerede af sekvensen z(n)

o0

Xs(s) = Z z(n)e T

n=0

Sammenholdes denne med definitionen af z-transformationen

ses det at

P& tilsvarende vis fas



Relation mellem s-domaene og z-domeene

Imaginzer aksen af s-planen

Den generelle relation imellem s og z er

sT

zZ=e€

hvor s = o + jw.



Relation mellem s-domaene og z-domeene

Imaginzer aksen af s-planen

Den generelle relation imellem s og z er Som eksempel saettes o = 0, sa fas
z=eT z =T
hvor s = o + jw. eller (w = 270 f)
z = 14271‘i



Relation mellem s-domaene og z-domeene

Imaginzer aksen af s-planen

Den generelle relation imellem s og = er Som eksempel saettes o = 0, sa fas

z=eT z =T
hvor s = o + jw. eller (w = 270 f)

]i z = 14271‘%
13fo z = el

1s,

15,

»o Re(z)
1-fo
1-fs
+-3f




Relation mellem s-domane og z-domeaene

Venstre halv-plan af s-planen

Den generelle relation imellem s og z er

z=eT = (’,ﬂ/'f‘*ZQﬂ'i

J s

hvor s = o + jw.



Relation mellem s-domane og z-domeaene

Venstre halv-plan af s-planen

Den generelle relation imellem s og z er

z=¢eT = e"/f‘*AQTri

J s

hvor s = o + jw.For ¢ < 0 fas |z| < 1. Dermed bliver venstre halvplan det indre af
enhedscirklen.

Jom Im(z)

> [/ » Re(z)
t-fs
1-2fs -1

1-31s




Relation mellem s-domane og z-domeaene

Real-akse af s-planen

Den generelle relation imellem s og z er

hvor s = o + jw. P& poleer form er real-aksen (w = 0)

z= e’/ fs £0°
Jox Im(z)
"3j;
"ng

X
4

0, fs,2fss .
- M x“/,Re(z)

- fs

%
._fs
12fs
-3/



Relation mellem s-domaene og z-domeene

Linjer i s-planen med konstant imaginger veerdi

Den generelle relation imellem s og z er

2 =T
hvor s = 0 + jw.
Ja= Im(z)
'y 'y
x '%fs

1 J
X
,(._ifs b’ /07f812f37"'
>o S 14, Re(2)
"“'ifs *
%
1 il
1.3




Relation mellem s-domaene og z-domeaene

Eksempel

Hvor i z-planen ligger polerne, nér f, = 4 kHz og fs = 6 kHz?

Im(s) Im(z)

4

x 120007

oo | Hel) // \\ > Re()
x 1-20007 \\//




Relation mellem s-domaene og z-domeaene

Eksempel

Hvor i z-planen ligger polerne, nér f, = 4 kHz og fs = 6 kHz?

Im(s)

4

x 120007

1000 Re(s)

x +-20007

Im(2)

fs =4kHz
fs = 6 kHz

-~
-

) > Re(z)




Relation mellem s-domaene og z-domeaene

Eksempel

Hvor i z-planen ligger polerne, nér f, = 4 kHz og fs = 6 kHz?

Im(s)

4

x 120007

1000 Re(s)

x +-20007

Im(2)

fs =4kHz
fs = 6 kHz

=
o

) > Re(z)




Relation mellem s-domaene og z-domeaene

Eksempel

Hvor i z-planen ligger polerne, nér f, = 4 kHz og fs = 6 kHz?

Im(s) Im(z)
4 1 fs =4kHz
fs = 6 kHz
x +20007 .
.
— Re(s)
-1000

x +-20007

:: > Re(2)
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z-transformationsregler

Introduktion

En raekke transformationsregler kan lette udregningen af z-transformationen - Specielt

regelerne Z1 og Z2 benyttes ofte i dette kursus.

Regel x(n) X(z)
Z1 ax1(n) + bra(n) aXi(z) + bXa(z)
72 2(n —m) X (2)
z3 2(n)a—" X(az)
Z4 z(n)s™"" X(e"z)
Z5 | Y n—ox(m)h(n—m) X(2)H(z)




z-transformationsregler

Z2 Tidsforsinkelsesreglen

Den z-transformerede af x(n — m) er

o0

Zlz(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=0

hvor z(n) er en kausal sekvens.



z-transformationsregler

Z2 Tidsforsinkelsesreglen

Den z-transformerede af z(n —m) er

Zlz(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=0

hvor z(n) er en kausal sekvens. Derfor kan ovenstédende skrives

oo

Z[x(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=m



z-transformationsregler

Z2 Tidsforsinkelsesreglen

Den z-transformerede af z(n —m) er

Zlz(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=0

hvor z(n) er en kausal sekvens. Derfor kan ovenstédende skrives

Z[x(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=m

Ved definition af & := n — m fas

o

(n—m) Z x(k)z —(ktm) — ,—m Z;r(k’)zik

k=0 k=0



z-transformationsregler

Z2 Tidsforsinkelsesreglen

Den z-transformerede af z(n —m) er

Zlz(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=0

hvor z(n) er en kausal sekvens. Derfor kan ovenstédende skrives

Z[x(n —m)] = Z x(n—m)z""

n=m

Ved definition af & := n — m fas

o

(n—m) Z x(k)z —(ktm) — ,—m Z;r(k’)zik

k=0 k=0

Slutteligt fas
Zlz(n—m)] =2""X(2)



z-transformationsregler

Eksempel

Betragt sekvensen z(n) og den forsinkede sekvens z(n — 2).

z(n) z(n —2)
b b
gTT_-_,g--T L o



z-transformationsregler

Eksempel

Betragt sekvensen z(n) og den forsinkede sekvens z(n — 2).

z(n) z(n —2)
b b
0 4+—1 S S | | SN




z-transformationsregler

Eksempel

Betragt sekvensen z(n) og den forsinkede sekvens z(n — 2).

z(n) z(n —2)
b b
a a *
0 4—1 | S S | | N
n n
Vi kan bestemme den z-transformerede af z(n) som
X(z) = Z[z(n)] = Z.’l’(H)Z "
n=0

Fra grafen ses det at 7 ‘
X(z)=az ' +bz % +az?



z-transformationsregler

Eksempel

Betragt sekvensen z(n) og den forsinkede sekvens z(n — 2).

z(n) z(n —2)
b b
0 4+—1 S S | | SN

n=0
Fra grafen ses det at 7 ‘
X(z)=az ' +bz % +az?
Dermed bliver

oo

, _ . 5

Z[z(n — 2)] ZE z(n)z " =az 3 + bz faz"
n=0



z-transformationsregler

z-transformationspar

Par x(n) X(2)
ZT1 o(n) 1
712 u(n) —
z3 | i
ZT4 a” -
ZT5 esonT —Z%T
276 | sinuonT | gl
ZT7 | coswonT 2’ —(coswoT)z




z-transformationsregler

Eksempel

Betragt det z-transformerede af enhedsspringsekvensen w(n)

o0

U(z) = Z[u(n)] = Z u(n)z="

n=0



z-transformationsregler

Eksempel

Betragt det z-transformerede af enhedsspringsekvensen w(n)

o0

U(z) = Z[u(n)] = Z u(n)z="

n=0

Da u(n) = 1 forn > 0 faes



z-transformationsregler

Eksempel

Betragt det z-transformerede af enhedsspringsekvensen u(n)

o0

DY<Z> - Z[U(H,)] S Z ’11(7’],)747”

n=0
Da u(n) = 1 forn > 0 faes

U(z) = Z 27"

n=0
Fra tidligere vides det at for || < 1 haves den uendelige kvotientraskke

;Ih: 1—x




z-transformationsregler

Eksempel

Betragt det z-transformerede af enhedsspringsekvensen u(n)

oo

U(z) = Zu(n)] = Z u(n)z="

n=0
Da u(n) = 1forn > 0 faes

U(z) = Z 27"

n=0
Fra tidligere vides det at for || < 1 haves den uendelige kvotientraskke

;Ih: 1—x

Derfor bliver U(z) givet ved




Differensligninger

Differensligninger



Differensligninger

Definition

En Nte ordens differensligning, der beskriver et kausalt system kan skrives som
yn)+biy(n—1)+boy(n—2)+---+byy(n—N) = apz(n) +arx(n—1)+---+anyz(n— N)

hvor z(n — i) er den tidsforsinkede indgangssekvens, y(n — i) er den tidsforsinkede
udgangssekvens og a;, b; er reelle koefficienter.



Differensligninger

Definition

En Nte ordens differensligning, der beskriver et kausalt system kan skrives som
yn)+biy(n—1)+boy(n—2)+---+byy(n—N) = apz(n) +arx(n—1)+---+anyz(n— N)

hvor z(n — i) er den tidsforsinkede indgangssekvens, y(n — i) er den tidsforsinkede
udgangssekvens og a;, b; er reelle koefficienter.
Ovenstaende differensligning kan skrives mere kompakt som

N

y(n):Za‘L (n—1) Zbly n—1)

=0



Differensligninger

Definition

En Nte ordens differensligning, der beskriver et kausalt system kan skrives som
yn)+biy(n—1)+boy(n—2)+---+byy(n—N) = apz(n) +arx(n—1)+---+anyz(n— N)

hvor z(n — i) er den tidsforsinkede indgangssekvens, y(n — i) er den tidsforsinkede
udgangssekvens og a;, b; er reelle koefficienter.
Ovenstaende differensligning kan skrives mere kompakt som

N

y(n):Za‘L (n—1) Zbly n—1)

=0

Er en b-koefficient forskellig fra nul, sa kaldes differensligningen for en rekursiv algoritme.



Differensligninger

1. og 2. ordens systemer

Differensligninger af forste og anden orden er vigtige, da filtre ofte implementeres som en
kaskade af denne type filtre.



Differensligninger

1. og 2. ordens systemer

Differensligninger af forste og anden orden er vigtige, da filtre ofte implementeres som en
kaskade af denne type filtre.

En forste ordens differensligning har N = 1 og er givet som

y(n) = apx(n) + a1z(n — 1) — by(n — 1)



Differensligninger

1. og 2. ordens systemer

Differensligninger af forste og anden orden er vigtige, da filtre ofte implementeres som en
kaskade af denne type filtre.

En forste ordens differensligning har N = 1 og er givet som
y(n) = apx(n) + arxz(n — 1) — byy(n — 1)
En anden ordens differensligning har N = 2 og er givet som

y(n) = apx(n) + arx(n — 1) + agx(n — 2) — byy(n — 1) — bay(n — 2)



Differensligninger

Eksempel: Farste ordens differensligning

Betragt felgende differensligning
y(n) = z(n) +0,5y(n — 1)

z(n) |Tidsdiskret| y(n)
system




Differensligninger

Eksempel: Farste ordens differensligning

Betragt felgende differensligning
y(n) = z(n) +0,5y(n — 1)

z(n) |Tidsdiskret| y(n)
system

Hvad bliver udgangssekvensen y(n), nér indgangssekvensen z(n) er en
enhedsspringsekvens u(n) og y(n) = 0 for n < 0?



Differensligninger

Eksempel: Farste ordens differensligning

Betragt felgende differensligning

y(n) = z(n) +0,5y(n — 1)

Tidsdiskret
system

y(n)

Hvad bliver udgangssekvensen y(n), nér indgangssekvensen z(n) er en

enhedsspringsekvens u(n) og y(n) = 0 for n < 0?

Viladern =0,1,2,...

o
<

+ + + +
o e 9

or ot Ot Ot
A~ N~

~1) =1
0)=1,5
1)=1,75
2) = 1,875
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Overfgringsfunktioner

Introduktion

Tidsdiskrete systemer kan (ligesom tidskontinuerte systemer) beskrives med
overfgringsfunktioner, defineret som

hvor H(z) er overfgringsfunktionen og X (z), Y (z) er indgangssekvensen og
udgangssekvensen.



Overfgringsfunktioner

Introduktion

Tidsdiskrete systemer kan (ligesom tidskontinuerte systemer) beskrives med
overfgringsfunktioner, defineret som

hvor H(z) er overfgringsfunktionen og X (z), Y (z) er indgangssekvensen og
udgangssekvensen.

Tidsdiskret —
X(z) system Y(z) = H(2)X(z)

H(z)




Overfgringsfunktioner

Opstilling af overfaringsfunktion

En overfaringsfunktion findes ved z-transformation af en differensligning pa formen

N
y(n) + Z biy(n —1i) = Z a;x(n — 1)

=0



Overfgringsfunktioner

Opstilling af overfaringsfunktion

En overfaringsfunktion findes ved z-transformation af en differensligning pa formen

N
y(n) + Z biy(n —1i) = Z a;x(n — 1)

1=0
Ved z-transformationen benyttes reglen
27 "X (z) = Z(x(n —m))



Overfgringsfunktioner

Opstilling af overfaringsfunktion

En overfaringsfunktion findes ved z-transformation af en differensligning pa formen

N
y(n) + Z biy(n —1i) = Z a;x(n — 1)

1=0
Ved z-transformationen benyttes reglen
27 "X (z) = Z(x(n —m))

Dermed fas y

X(z) Za,j;fi

=0

Y(2) <1 + Z 1),;27)



Overfgringsfunktioner

Opstilling af overfaringsfunktion

En overfaringsfunktion findes ved z-transformation af en differensligning pa formen

N
y(n) + Z biy(n —1i) = Z a;x(n — 1)

1=0
Ved z-transformationen benyttes reglen
27 "X (z) = Z(x(n —m))

Dermed fas y

Y(2) <1 + Z b,;/:/i> = X(2) Z a;iz”"

=0
Overfgringsfunktionen bliver dermed




Overfgringsfunktioner

Opstilling af overfaringsfunktion

Ved z-transformationen benyttes reglen
27 "X(z) = Z(x(n —m))

Dermed fas .

Y(2) <] + wa’) = X(Z)Zaiz*i

1=0
Overferingsfunktionen bliver dermed

N —3
H(z) = Y(z) _ Zi:()va’f‘z
X(z) 1+ Zl\:l biz~?

Overferingsfunktionen skrives ogséa (ved multiplikation med 2% /2")

N N N N N
_Y(2) SoisgaizN ! apzN + a1z F a2V 2+ ay

X(2) 14N bV borN bV by N2 by




Overfgringsfunktioner

1. og 2. ordens systemer

Et forste ordens system med differensligning
y(n) =agz(n) + arz(n —1) — byy(n — 1)
har en overfaringsfunktion givet som
Y(2)1+bz7") = X(2)(ap + a1z )

Y(2) ag+az"? apz + ay
H(z) = =

X(z)  1+bz! 24+ b




Overfgringsfunktioner

1. og 2. ordens systemer

Et forste ordens system med differensligning
y(n) =agz(n) + arz(n —1) — byy(n — 1)
har en overfaringsfunktion givet som
Y(2)(1+biz71) = X(2)(ag +a1z7Y)

H(z) = Y(2) ) +ayz7! _apztap
N 7X(3)7 1+b1271 B Z+bl

En anden ordens system med differensligning

y(n) =agr(n) + a1z(n — 1) + asz(n —2) — byy(n — 1) — boy(n — 2)
har en overferingsfunktion givet som
Y(2) 1+ bzt +boz72) = X (2)(ag + a1z + azz™?)
Y(z) ag+arz ' +az?  apz?+arzt +ap

H(z) = = —
(2) X(2) 14+b1271 +byz72 22 4+ b1zl + be
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Poler og nulpunkter

Definition af pol

Et tidsdiskret system har poler for vaerdierne af z hvor H(z) er lig med oo, dvs. polerne er
redder for naevnerpolynomiet af H(z).
En overferingsfunktion

har poler for veerdier af z hvor Q(z) = 0.



Poler og nulpunkter

Definition af nulpunkt

Et tidsdiskret system har nulpunkter for vaerdierne af z hvor H(z) er lig med 0, dvs.
nulpunkter er radder for teellerpolynomiet af H(z).
En overferingsfunktion

har nulpunkter for vaerdier af = hvor P(z) = 0.



Poler og nulpunkter

Eksempel

Betragt falgende overforingsfunktion for et 1. ordens system

0,58 — 0,58z
H(z)= > 2%
() === 0,1621



Poler og nulpunkter

Eksempel

Betragt falgende overforingsfunktion for et 1. ordens system

0,58 — 0,582

H(z) =
(2) 1—-0,16271
Overfaringsfunktionen kan omskrives til
z—1
H(z)=0,58

z—0,16



Poler og nulpunkter

Eksempel

Betragt falgende overforingsfunktion for et 1. ordens system

0,58 — 0,582

H(z) =
()= 0,16z~
Overfaringsfunktionen kan omskrives til
H(z) =058
016

Polen for H(z) er veerdien af z, nar naevneren bliver nul, dvs.

2—0,16=0 =  2=0,16



Poler og nulpunkter

Eksempel

Betragt falgende overforingsfunktion for et 1. ordens system

0,58 — 0,582

H(z) =
S ST
Overfaringsfunktionen kan omskrives til
H(z) =058
016

Polen for H(z) er veerdien af z, nar naevneren bliver nul, dvs.
2—0,16 =0 = 2=0,16
Nulpunktet for H(z) er veerdien af z, nar taelleren bliver nul, dvs.

z—1=0 = z=1



Poler og nulpunkter

Faktorisering

Fra algebraens fundamentalsastning kan en overfgringsfunktion skrives som

hvor z; fori =1,..., N er overfgringsfunktionens nulpunkter og p; fori =1,..., N er
overfaringsfunktionens poler.



Poler og nulpunkter

Eksempel (Pol-nulpunktsdiagram)

Betragt overfgringsfunktionen

540,707z 40,5272 224+ 1,414z + 1
H(Z)ZOH’, +;)‘:0,5.> +A ; +,,
1—1,3862"1+0,642~2 22 — 1,386z + 0, 64




Poler og nulpunkter

Eksempel (Pol-nulpunktsdiagram)

Betragt overfgringsfunktionen

0,54+0,7072"1 + 0,522 22+ 1,414z 4+ 1
H(z) = S L =0,5— R :
1—1,3862"1 40,6422 22 — 1,386z + 0, 64

Nulpunkterne findes ud fra teeller-polynomiets rgdder

2 4+1,4142+1=0 =  z=-0,707=£;0,707



Poler og nulpunkter

Eksempel (Pol-nulpunktsdiagram)

Betragt overfgringsfunktionen

0,54+0,7072"1 + 0,522 22+ 1,414z 4+ 1
H(z) = S L =0,5— R :
1—1,3862"1 40,6422 22 — 1,386z + 0, 64

Nulpunkterne findes ud fra teeller-polynomiets rgdder
22 41,4142 4+1=0 = z = —0,707 & 50,707

Vi kalder de to nulpunkter z; og zf, hvor z; = 1/135°.



Poler og nulpunkter

Eksempel (Pol-nulpunktsdiagram)

Betragt overfgringsfunktionen

0,54+0,7072"1 + 0,522 22+ 1,414z 4+ 1
H(z) = S L =0,5— R :
1—-1,3862"1+0,642—2 22 —1,386z + 0,64

Nulpunkterne findes ud fra teeller-polynomiets rgdder
22 41,4142 4+1=0 = z = —0,707 & 50,707

Vi kalder de to nulpunkter z; og zf, hvor z; = 1£135°. Polerne findes ud fra
naevner-polynomiets rgdder

22 -1,3862+0,64=0 =  z=0,693+ ;0,4



Poler og nulpunkter

Eksempel (Pol-nulpunktsdiagram)

Betragt overfgringsfunktionen

0,5+0,7072=1 40,522 224+ 1,414z + 1
H(z) = 2212 1007 T 5 2 LA

1-1,3862-1 +0,642-2 22 _1,3862 + 0,64

Nulpunkterne findes ud fra teeller-polynomiets rgdder
22 41,4142 4+1=0 = z = —0,707 & 50,707

Vi kalder de to nulpunkter z; og zf, hvor z; = 1£135°. Polerne findes ud fra
naevner-polynomiets rgdder

22 -1,3862+0,64=0 =  z=0,693+ ;0,4

Vi kalder de to poler p; og pj, hvor p; = 0,8230°.
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Invers z-transformation

Introduktion

Invers z-transformation benyttes til at bestemme udgangsresponset y(n) for et tidsdiskret

system for en given indgangsstimulus x(n). Denne analyse foregar efter falgende
procedure

1. Systemets overfaringsfunktion H (z) opstilles med positive potenser af z.
2. Indgangssekvensen xz(n) z-transformeres. (Anvend tabelopslag)

3. Udgangsresponset i z-domeene beregnes Y (z) = H(z) X (z).
4

. Udgangssekvensen y(n) udregnes ved invers z-transformation af Y (z). (Anvend
tabelopslag)

zn) | o |XE) oo [V () = HRX ) oo v,

H(2)




Invers z-transformation

Eksempel 1

Betragt overfgringsfunktionen
1
1-0,5z"1
Vi benytter invers z-transformation at bestemme udgangsresponset y(n) nar
indgangsstimulus z(n) er enhedssample §(n).

H(z)



Invers z-transformation

Eksempel 1

Betragt overfgringsfunktionen
1
1—0,52"1
Vi benytter invers z-transformation at bestemme udgangsresponset y(n) nar
indgangsstimulus z(n) er enhedssample §(n).
1. Systemets overfaringsfunktion H(z) opstilles med positive potenser af =

H(z) = —=

z—0,5
2. Indgangssekvensen z(n) = d(n) z-transformeres ved brug af tabelopslag
X(z) = Z[z(n)] = Z[0(n)] =1

H(z) =




Invers z-transformation

Eksempel 1

1. Systemets overfaringsfunktion H (z) opstilles med positive potenser af =
z
z—0,5

2. Indgangssekvensen z(n) = d(n) z-transformeres ved brug af tabelopslag
X(z)=Z[z(n)] = Z(n)] =1

H(z) =

3. Udgangsresponset Y'(z) beregnes til

Y(2) =H(2)X(z) = B E 1



Invers z-transformation

Eksempel 1

1. Systemets overfaringsfunktion H (=) opstilles med positive potenser af z
z
z—0,5

2. Indgangssekvensen z(n) = d(n) z-transformeres ved brug af tabelopslag
X(z)=Z[z(n)] = Z(n)] =1

H(z) =

3. Udgangsresponset Y'(z) beregnes til

~ . 1

z—0,5

4. Udgangssekvensen y(n) udregnes ved invers z-transformation af Y'(z). (Tabelopslag
ZTa: 271 2| =a)

Y(2) =H(2)X(z) =

z
z—a




Invers z-transformation

Eksempel 1

1. Systemets overfaringsfunktion H (=) opstilles med positive potenser af z
z
z—0,5

2. Indgangssekvensen z(n) = d(n) z-transformeres ved brug af tabelopslag
X(z)=Z[z(n)] = Z(n)] =1

H(z) =

3. Udgangsresponset Y'(z) beregnes til

~ . 1

z—0,5

4. Udgangssekvensen y(n) udregnes ved invers z-transformation af Y'(z). (Tabelopslag
ZTa: 271 2| =a)

Y(2) =H(2)X(z) =

y(n) = {

Da In(0,5) = —0,693 kan y(n) ogsa skrives 7/(77) e 0:693n



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Introduktion

z-transformation

Differensligninger
Overferingsfunktioner
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Opsummering



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Procedure

Proceduren for partialbrgkoplasning er
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form
T(z) T(z)
Y(2) = — =
= NG T GomG—p) G —pw)

hvor p1, pa, ..., pn er redder for neevner-polynomiet af Y'(2).




Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Procedure

Proceduren for partialbrgkoplasning er
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form

T(z) T(z)
Y(z) = — =
NG TG o)
hvor p1, pa, ..., pn er redder for neevner-polynomiet af Y'(2).

2. Divider Y (z) med z, s& neevnerens ordenstal er storre end teellerens ordenstal. Dette
udtryk oplases i brgker

Y(z) _ T(z) k1 ko . kn

E - 4o
[(2) z—-p1  z—Dpo Z — DN

z



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Procedure

Proceduren for partialbrgkoplasning er
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form

T(z) T(z)
Y(z) = — =
NG TG o)
hvor p1, pa, ..., pn er redder for neevner-polynomiet af Y'(2).

2. Divider Y (z) med z, s& neevnerens ordenstal er storre end teellerens ordenstal. Dette
udtryk oplases i brgker

Y(2) _ 1(3) k1 ks LN

= +
[(2) z—-p1  z—Dpo Z — DN

z

3. teellerkoefficienter k; beregnes som
Y(2)

Z

2=

ki = (2 —p:)



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Procedure

Proceduren for partialbrgkoplasning er
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form

2. Divider Y (z) med z, s& neevnerens ordenstal er sterre end teellerens ordenstal. Dette
udtryk oploses i brgker

Y(Z) T(ZZ) }q ]xz ]‘1\'
z zN(z) z—p1  z—po Z— PN
3. teellerkoefficienter k; beregnes som
Y(2)
ki - (Z - Pi) |z:p,,

4. Opskriv M pa partielbrgksoplgst form og multiplicer med =.



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Procedure

Proceduren for partialbrgkoplasning er
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af =z pa faktoriseret form

2. Divider Y (z) med z, s& neevnerens ordenstal er sterre end teellerens ordenstal. Dette
udtryk oploses i brgker

3. teellerkoefficienter k; beregnes som

Y(z)

o
V4

ki = (z —pi)

|z:p,,

4. Opskriv M pa partielbrgksoplgst form og multiplicer med =.
5. Invers z-transformer alle brokerne. (Tabelopslag)



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Betragt overfgringsfunktionen

z—0,5
Vi benytter invers z-transformation at bestemme udgangsresponset y(n) nar
indgangsstimulus z(n) er enhedsspringsekvensen u(n), dvs.

Y(z) = H(2)X(2) = - - -



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Betragt overfgringsfunktionen

z—0,5
Vi benytter invers z-transformation at bestemme udgangsresponset y(n) nar
indgangsstimulus z(n) er enhedsspringsekvensen u(n), dvs.
z z 22
Y(2)=H(2)X(2) = =
(@) =HEXE) = 57 = Goone -1
Vi felger proceduren for partialbrgkoplasning
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af =z pa faktoriseret form
T(z) 22

Y = 5o = GoosG o)

hvor z = 0,5 og z = 1 er redder for neevner-polynomiet af Y'(z).




Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Vi felger proceduren for partialbrgkoplasning
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form
T(z) 22

 N(z2)  (2-0,5)(z—1)
hvor z = 0,5 og z = 1 er redder for neevner-polynomiet af Y'(z).
2. Divider Y (z) med z, s& neevnerens ordenstal er storre end teellerens ordenstal
Y (2) z ky ko

s T (=05)(-1) =05 z-1

Y (2)




Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Vi felger proceduren for partialbrgkoplasning
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form
2. Divider Y (z) med z, s& naevnerens ordenstal er sterre end teellerens ordenstal

s (=081 2-05 " 2-1

3. Teellerkoefficienterne beregnes som

Y (2) z

k1= (z—p1) . lo=p, = mh:o,s = -1
Y(z) z

k2 - (Z - PQ) = ‘z:pg - 0.5 ‘z:'l 2



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Vi felger proceduren for partialbrgkoplasning
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form
2. Divider Y (z) med z, s& naevnerens ordenstal er sterre end teellerens ordenstal
Y(Z) z k’l ]\’2

s (=081 2-05 " 2-1

3. Teellerkoefficienterne er ky = —1 og ko = 2.



Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Vi felger proceduren for partialbrgkoplasning
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form
2. Divider Y (z) med z, s& naevnerens ordenstal er sterre end teellerens ordenstal

s (=081 2-05 " 2-1

3. Teellerkoefficienterne er ky = —1 0g ko = 2.
4. Opskriv M pa partielbroksoplgst form og multiplicer med =




Invers z-transformation ved partialbrgkoplasning

Eksempel

Vi felger proceduren for partialbrgkoplasning
1. Opstil udtryk for Y (z) med positive potenser af = pa faktoriseret form
2. Divider Y (z) med z, s& neevnerens ordenstal er starre end teellerens ordenstal

s (=081 2-05 " 2-1

3. Teellerkoefficienterne er ky = —1 09 ko = 2.
4. Opskriv M pa partielbroksoplgst form og multiplicer med =

1 2
Y(z):77705z+7712

5. Invers z-transformer alle brokerne. (Tabelopslag ZT4)

yi) = 27 Y (z)] = -2~ L jo, J e L - 1}

= —O7 5” + 2. 1"’ =92 — 0’ 5”’ - 92— C*Oﬁﬂ.@n
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Opsummering



Opsummering

Definition; z-transformation

Definition (z-transformation)
Den z-transformerede af en kausal sekvens z(n) er defineret som

X(z) = Z x(n)z="

n=0

Bemeerk at (2) konvergerer hvis |z| < 1.

Notation
Felgende notation benyttes til (invers) z-transformation

X (z) = Z[z(n)]
o) = 27 [X()




Opsummering

Anvendelse af invers z-transformation

Invers z-transformation benyttes til at bestemme udgangsresponset y(n) for et tidsdiskret
system for en given indgangsstimulus x(n) via

1. Systemets overfgringsfunktion H(z) opstilles med positive potenser af -.
2. Indgangssekvensen xz(n) z-transformeres. (Anvend tabelopslag)

3. Udgangsresponset i z-domaene beregnes Y (z) = H(z)X(z).
4

. Udgangssekvensen y(n) udregnes ved invers z-transformation af Y (z). (Anvend
tabelopslag)

zn) | X [ Toden [ V() = HEXE) 4.

H(z)

y(n)




Opsummering

Overfaringsfunktion

Tidsdiskrete systemer kan (ligesom tidskontinuerte systemer) beskrives med
overfgringsfunktioner, defineret som

hvor H(z) er overfgringsfunktionen og X (z), Y (z) er indgangssekvensen og
udgangssekvensen.

Overferingsfunktionen H(z) har poler for veerdier af z hvor Q(z) = 0 og nulpunkter for
veerdier af z hvor P(z) = 0.

Tidsdiskret _
X(2) system Y(2) = H(2)X(2)

H(z)
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